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Cinematica: Movimiento de un cuerpo

Sl - /}3 BO Bt
|B cuerpo| H| Bg conf. inicial (t = 0) | H| B: conf. actual (r)l
e Particulas: X € B

B

¢ X = X;: coordenadas Lagrangianas o materiales (definen particula o
punto material)

e Movimiento: ¢, : By — By, x = (X); X = r;)[l(x).
* x = x;: coordenadas Eulerianas o espaciales (definen posicién o punto
espacial)

e Desplazamientos: u = x — 17-X; u; = x; — 0piXp
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Ejemplo: movimiento uniaxial

o Considerar la deformacion ("mapping") x = (1 + t)X que define el
movimiento de una barra de largo 2 unidades. La barra tiene una
temperatura que viene dada en la descripcién material T(X) = Xt? o
en la descripcion espacial

t X=1T=9) X=2T=18)
3 : |
X=1T=4 X=2T=18)
2 ' |
X=1T=1) (X=2T=2)
1 |
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Ejemplo: movimiento uniaxial

o Considerar la deformacion ("mapping") x = (1 + t)X que define el
movimiento de una barra de largo 2 unidades. La barra tiene una
temperatura que viene dada en la descripcién material T(X) = Xt? o
en la descripcién espacial T(x) = xt?/(1 + t), ver figura:

t X=1T=9) X=2T=18)
3 ' i
X=1T=4 X=2T=18)
2 ' |
X=1T=1) (X=2T=2)
1 |
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e Definicion:

Cinematica: Gradiente de deformacion (1)

d Ix Ox;

F=— =— =V,x Fiy=x,=—

XX =gx =% Fu=ss =g

d [2) .4 axX

-1 =1 — _ . -1 _ pa— AL

F~— = axqé (x) =V, X ! Fi X j 7

e Interpretacion: transformacién (lineal) de un vector tangente dX
(elemento de arco): dX — dx

dx=F.dX

dX =F'. dx
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Cinematica: Gradiente de deformacion (2)

x(B) OX
If
dx = (Grad x,.)dX

tensor de deformacién local

de = FdX

TODA la informacion sobre la deformacion en
el entorno de un punto esta contenida en F
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Deformacion longitudinal, Tensor de Cauchy Green por la
derecha C
x(B)
(dI)? = dx - dx
(d)? = FdX - FdX
a-Tb=TTa-b

e — X - dX = CdX - dX

C tensor de Cauchy-Green
por la derecha

(dL)? = dX - dX

dl CdX - dX
B e censiche = s o o O e
relacion de extension A dL dX : dX

propiedades de C: (1) simétrico; (2) definido positivo.
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Deformacién angular

dxq - dxo
|dx1||dzs|

dxq -dry = FdX, - FdX,
= CdX; - dX,

cosf) =

CE; - E,
(CE ) (CE, iEh)

cos O= El . E2 cosf =

la informacién sobre cambio de forma esta contenida en C
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Deformacion volumétrica (volimica)

x(B)

dVX = (dml X dmg) o dmg
dr = FdX
dVy, = (FdX, x FdX;) - FdX3

propiedad del producto mixto
(Ta x Tbh) - Tc = (det T) (a x b) - ¢

J dVi

claudio.garciaQusach.cl (C. Garcia) MMC-CLASEO03 27 de Septiembre de 2010

9/33



Deformacién de un elemento de area

Al = e Sl

dx = FdX
ndA, = (Fdx; x Fdx,)

(Ta x Th) - Tc/:- c
-

IS TR

(Ta x Tb) = (det T)T~T(a x b)

NdA, = dX; x dX, ndA, = JFTNdA,

(férmula de Nanson)
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Resumen, Cinematica

dx = FdX
C=FTF (@?=cdx dx

dVy = JdVi. 7 =detF

ndA, = JF TNdA,

a-Tb=TTa-b

(a®b)v:= (b-v)a
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Gradiente de deformacién, Resumen

Observaciones:

e El cambio de volumen viene dado por el determinante,

dV

J= det(F) = W

(condicién de impenetrabilidad: J > 0)

* F(x.X) es un tensor de segundo orden bipunto, con dos “patas” o
indices (“/" y “J" en Fi;), una en la configuracién actual (dx = dx;)
y otra en la original (dX = dX}).
(esta matizacién podria obviarse si se consideran ambas
configuraciones, variedades diferenciales, inmersas en un mismo

espacio euclideo R?).
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Ejercicio (sumar a la tarea anterior)

Un elemento plano de espesor 1 cm tiene inicialmente
forma de tridngulo rectdangulo, tal como se esquema-
tiza en la figura, con una base de 5 cm y una altura de
10 cm. El elemento se somete a deformacién plana,
de manera que su vértice superior se desplaza 2 cm
hacia la derecha y 1 mm hacia arriba, permaneciendo
inmoviles los otros dos vértices. Determinar las com-
ponentes del tensor de deformacién local F en la
hipétesis de que la deformacion es uniforme.
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Descomposicion polar del Gradiente de deformacién

o Para cualquier tensor F con detF > 0, existen descomposiciones
nicas:
F=R.U (2)
F=V-R (3)

(2): estiramiento ("stretch”) U seguido de rotacién R;
(3): rotacién R seguida de estiramiento V

e R rotacién propia: R™' = RT (ortogonal), detR = +1

e U, V: tensores de estiramiento por la derecha y por la izquierda
respectivamente. Simétricos, definidos positivos y dnicos
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Ejemplo de Descomposicién polar (1)
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Ejemplo de Descomposicién polar (2)
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Tensores de Cauchy Green (1)

{» Cauchy-Green por la derecha:
C=F.F=U%  Cy=FyF,y
¢ Cauchy-Green por la izquierda (tensor de Finger):
b=FF =V?%  b;=FpFp

&> Interpretacion: transformaciéon de longitud de un elemento

di? = dx-dx = (dX-FT)-(F-dX) = dX-(C-dX)

dl? = dX-dX = dx-(b~1-dx)
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Tensores de Cauchy Green (2)

Ejemplo anterior:
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Tensores de Cauchy Green (3)

e En un caso general, ni C ni b son diagonales, aunque al ser simétricos y
definidos positivos admitirdn una descomposicién espectral de la forma

3
C = NaN® @ N, )
A=1
3
b= Z/\gn(a) @ nl?); (5)
a=1

Aa = d,4\4: alargamientos principales (mismos valores)
n(@ = R- N®¥g,,: direcciones principales de alargamiento
e Para el ejemplo anterior:

M =2 NO=(1,0), n®=(01);
X=1, N® =(0,1), n® =(-1,0).
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Tensores de Cauchy Green (4)

e Diagonalizacién: solucidn de problema de autovalores

C- N = N3NW), (6)

e Ecuacién caracteristica:
0=p(\?) = —det[C — N21] = +\° — ]\ + hA%2 — I3 (7)
h=trC;, h= %((tr C)? — tr(C?)); |3 =detC. (8)

o Autovalores de C coinciden con los de U, V:

U-NA = A\ NA): 9)
3
U=vC=> MNWeNW, (10)
A=1
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Tensores de Cauchy Green (5)

Observaciones:
e En general, Ry F operan sobre direcciones principales de la siguiente

forma:
R-NA) = 5,.n(2 (: n(A)) : (11)

F-NA = 54,00 (: /\A"(A)) ; (12)

e Para el caso particular de un movimiento rigido (deformacién nula), se
verifica
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Tensor de Green-Lagrange (1)

Se define como:

E= 1(c —1)= 1(FT-F -1)
| ) (13
Ey= E(C” —dy) = 3 (Xp,1%p,0 — O11)

Los dos indices estan referidos a la configuracion original. En funcion de
los desplazamientos,

1
Ey = E(UI,J + Uy + uptp )
——

cuadratico

Interpretacion:
transformacién de longitud dX = TdL — dx =t dl

di? — di?

dX-(E-dX) = %(d/2 —dl?); T-(ET)= Tk

1
= 5(/\2 -1)
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Tensor de Green-Lagrange (2)

Ejemplo anterior:
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Tensor de Almansi-Euler (1)

Se define como:

1 1
e=_(1-b)=_(1-FT.F!
5 )= 5( ) (1)

1. 4 1
e = 5 (05 = by ") = 5 (35 — Xp.iXp)

Los dos indices estan referidos a la configuracién actual. En funcién de los
desplazamientos,

1
ej = 5(Uij + Uy = Up,itp; )
cuadrético

Interpretacion:
transformacién de longitud dX = TdL — dx =td/

2 _ 2
dP —di 1, o

—_ 1 2 1 2y. _
dX'E'dX — E(d" dl_ ), t (e t) — W — 2
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Tensor de Almansi-Euler (2)

Ejemplo anterior:

€= [g 3(/)8}
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Tensores de deformacién generalizados

e Tensores materiales:

3
1 1
(N _— Z(u"-1)= 2\ — (A) (A).
EW = ~(U 1)_ZH(AA 1) N @ NAY;
A=1
3
E-E® — Z N(A) @ NA)
e Tensores espaciales:
1 1
eln) = E(l -V ") = Z . (L=A;" n(? © n(@);
a=1
1 1
e=e® = 5(1 —V?2) = ;5 (1-A7%) n(@) @ n@);
e G RO VAV N7 de Septiembre de 2010

(15)

(16)

(17)

(18)
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Tensores de deformacién generalizados

& Tensores logaritmicos (Hencky)
(Imp_o (A" —1) = In)\);

3
E® =1nU =3 "In\y N @ NA;
A=1

3
e® —|pv = Zln Al n@ @ n(a);

a=1

& Tensores nominales (Biot)

3
ED=U-1=3"(\—1)NW @ N,
A=1

3
e =1-v1= Z(l —A;7Hn® @)
a=1
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Ejemplo: Comparacién con tensor lineal (1)

b

RN

0 -1
o= o]

claudio.garciaQusach.cl (C. Garcia)

MMC-CLASEO03



Ejemplo: Comparacién con tensor lineal (2)

8u,- N B(Xf — Xpép,')
ox, 0Xy
Resulta }

A ) R
sl = (s + ) = |15 7]

i E) I Gl

~

= Fiy— by

Green-Lagrange Almansi-Euler Lineal
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Aplicacién al caso unidimensional (1)

2_ g2 2
o Green-Lagrange: £ = % = % +% (ALI) = %()\2 —-1)
. P12 Al 1/AN? 1 L
e Almansi-Euler: e = ST 3 (T) = E(l - A7)
e Gradiente deformacion: F = = A
I? s
e Cauchy-Green: C = b = z= A
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Aplicacién al caso unidimensional (2)

L
Al=1-1L ( .
i A
A= — /
L
( 0
da
o Deformacién lineal: e = §l ~ Bl = X —1~1- A1
e Deformacién logaritmica o natural:

en= [T dr=[f4 =in()=1InA

Deformacién nominal o «ingenieril»: g = % =A-1

Velocidad de deformacién: ¢ = d = §
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Aplicacién al caso unidimensional (3)

Alarg. Almansi nominal logar. Green
A f AR =¥ () A3
0.10 -4.95 -0.90 -2.30 -0.495
0.50 -1.50 -0.50 -0.69 -0.375
0.90 -0.1173 -0.10 -0.105 -0.0995
0.99 -0.0102 -0.01 -0.01005 -0.00995
1 0 0 0 0

1.01 +0.0099 +0.01  +0.00995 +0.0105
1.10 +0.0868 +0.10 +0.0053 +0.105
2.00 +0.375 +1.00 +1.69 +1.50
10.0 +0.495 +9.00 +2.30 +4.95
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Aplicacién al caso unidimensional (4)

1.5 T T T .
Nominal: k—1
logaritmica;: In &
Green: (A>-1)/;
Almansi: (1-A212 ——
1k
05 B
w 0
.05 -
_1 [ -
_15 1 | | 1 | | 1

0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

claudio.garciaQusach.cl (C. Garcia) MMC-CLASEO03 27 de Septiembre de 2010 33 /33



Mecanica de medios continuos — 15904
Cinematica: Deformacién

Dr Ing. Claudio Garcia Herrera

Universidad de Santiago de Chile
Facultad de Ingenieria
Departamento de Ingenieria Mecénica
claudio.garcia@usach.cl

Santiago de Chile, 27 de Septiembre de 2010

s

DIMEC



	Cinemática
	Movimiento y deformación


