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Introducción

Suposiciones (hipótesis) básicas:
I Problemas isotérmicos.
I Análisis estático (o estáticamente equivalente).
I Material elástico lineal (linealidad material).
I Pequeños desplazamientos (giros) y deformaciones (linealidad

geométrica).
I Comportamiento isótropo del material.

Medio continuo
I Sólidos eásticos 3D, 2D (tensión plana, deformación plana,

axilsimetría) y 1D no polares (σ es simétrico).
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Medio Continuo : Sólido Elástico 3D ( Ω)

Figure: Sistema de coordenadas cartesiano.

Donde:
- r : Contorno de Ω.
- r = ru ∪ rσ.
- φ = ru ∩ rσ.
- ru: Contorno donde se aplican restricciones
en el campo de desplazamientos ū.
- rσ: Contorno donde se aplican cargas por
unidad de super�cie t.

Vector desplazamiento prescrito (ū)

Vector de tracciones (t)
(Fuerzas por unidad de área)

Vector de fuerzas de cuerpo (b)
(Fuerzas por unidad de masa)
(pb: Fuerzas por unidad de volumen)

ū =

 ū

v̄

w̄

 ; t =

 tx

ty

tz

 ; b =

 bx

by

bz


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Vector desplazamiento(u)

Tensor de Tensiones (σ)
(2do Orden)

Tensor de Deformaciones (ε)
(2do Orden)

u =

 u

v

w



σ =

 σxx σxy σxz

σyy σyz

sim. σzz



ε =

 εxx εxy εxz

εyy εyz

sim. εzz


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Ecuaciones de Equilibrio (en Ω)

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+
∂σxz
∂z

+ ρbx = 0

∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂σyz
∂z

+ ρby = 0

∂σxz
∂x

+
∂σyz
∂y

+
∂σzz
∂z

+ ρbz = 0

Relaciones cinemáticas (en Ω)

εxx =
∂u

∂x
εxy = 1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
εyy =

∂v

∂y
εxz = 1

2

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
εzz =

∂w

∂z
εyz = 1

2

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)

Condiciones de Contorno esenciales
(en ru)
(Dirichlet)

u = ū

v = v̄

w = w̄

Condiciones de contorno naturales
(en rσ)
(Neumann)

σxxnx + σxy + ny + σxznz = tx

σxynx + σyy + ny + σyznz = ty

σxznx + σyz + ny + σzznz = tz
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Relaciones constitutivas (en Ω):

σxx = cxxxxεxx + cxxyyεyy + cxxzzεzz + cxxxyεxy + cxxxzεxz + cxxyzεyz

σxy = cxyxxεxx + cxyyyεyy + cxyzzεzz + cxyxyεxy + cxyxzεxz + cxyyzεyz

σxz = cxzxxεxx + cxzyyεyy + cxzzzεzz + cxzxyεxy + cxzxzεxz + cxzyzεyz

σyy = cyyxxεxx + cyyyyεyy + cyyzzεzz + cyyxyεxy + cyyxzεxz + cyyyzεyz

σyz = cyzxxεxx + cyzyyεyy + cyzzzεzz + cyzxyεxy + cyzxzεxz + cyzyzεyz

σzz = czzxxεxx + czzyyεyy + czzzzεzz + czzxyεxy + czzxzεxz + czzyzεyz
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Notas

Para el caso de sólidos no polares, la ecuación de equilibrio de momentos se
satisface idénticamente si se considera que σ es simétrico.

ε (Simétrico por de�nición) es el tensor de deformaciones in�nitesimales.

Las con�guraciones inicial y deformada se Ω prácticamente coinciden ya que
se adopta la hipótesis de linealidad geométrica ( se excluye el problema de
contacto).

Incógnitas: 6 (σ)+3 (u)+ 6 (ε)= 15.

Ecuaciones: 3 (EQ.) + 6 (Rel. Cin.)+ 6(Rel. Const.)=15.

EL PROBLEMA ESTÁ BIEN PLANTEADO SI SE CUMPLE EL N◦ DE
ECUACIONES E INCÓGNITAS.

Coe�cientes cijkl : Componentes del tensor constitutivo elástico C (4to

Orden).

El sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales puede resolverse
por medio del método de elementos �nitos (MEF).

Las relaciones constitutivas mostradas se justi�carán más adelante.
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Notación indicial

Ecuaciones de equilibrio

σij ,j + ρbi = 0i
o

∇jσji + ρbi = 0i

(Como σij = σji ; ∇jσji = σij∇j)

Condiciones de contorno:
ui = ūi

σijnj = ti

Relaciones cinemáticas:

εij =
1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
=

1
2

(∇iui +∇iuj)

(εij = εji )

Relaciones Constitutivas:

σij = Cijklεkl
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Notación Tensorial (Compacta)

Ecuaciones de equilibrio

∇ · σ + ρb = 0

Condiciones de contorno:

u = u

σ · n = t

Relaciones cinemáticas:

ε = ∇s × u
Relaciones Constitutivas:

σ = C : ε
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Transformación de las componentes de tensores

(De un sistema de coordenadas cartesiano x a otro x∗)

Transformación de vectores:
t∗ = T · t
n∗ = T · n

T : Tensor de transformación (2do Orden) sus componentes son los cosenos
directores de los ángulos entre los ejes de los sistemas x y x∗.

T =

 cos(x∗, x) cos(x∗, y) cos(x∗, z)

cos(y∗, x) cos(y∗, y) cos(y∗, z)

cos(z∗, x) cos(z∗, y) cos(z∗, z)

 Tij = cos(x∗ij , xi )

Propiedad de T : Tensor ortogonal.

T
−1 = T

T o T
−1 ·TT = 1

T−1ij = Tji TikTjk = δij

(TT ·T = 1)
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Forma sencilla de obtener la transformación de tensores de 2do orden
(σyε):

σ · n = t

t = T
T · t∗yn = T

T · n∗

⇒ σ ·TT · n∗ = T
T · t∗

⇒ T · σ ·TT · n∗ = t∗, con σ∗ = T · σ ·TT

σ∗ · n∗ = t∗

Finalmente:

σ∗ = T · σ ·TT ⇒ σ = T
T · σ∗ ·T

Análogamente:

ε∗ = T · ε ·TT ⇒ ε = T
T · ε∗ ·T
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Repetición del cálculo anterior usando notación indicial:

σijnj = ti

ti = tki t
∗
k y nj = Tljn

∗
l

⇒ σijTljn
∗
l = Tki t

∗
k

Multiplicando ambos miembros por Tmi :

σijTljn
∗
l Tmi = TkiTmi t

∗
k con gkm = TkiTmi

TmiσijTljn
∗
l = t∗m con σ∗ml = TmiσijTlj

(σ∗mln
∗
l = t∗m)

σ∗ml = TmiσijTlj

Intercambiando índices:
m→ i

l → j

i → k

j → l


σ∗ij = TikσklTjl

De Manera análoga, la expresión:

σ = T
T · σ∗ ·T

Es Equivalente a:

σij = Tkiσ
∗
klTlj
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Caso Particular de transformación

T =

 cos(α) sin(α) 0

− sin(α) cos(α) 0

0 0 1


σ∗ = T · σ · TT ε∗ = T · ε · TT

σ∗
xx = cos2(α)σxx + sin2(α)σyy + 2 cos(α) sin(α)σxy

σ∗
yy = sin2(α)σxx + cos2(α)σyy − 2 cos(α) sin(α)σxy

σ∗
xy = − cos(α) sin(α)σxx + cos(α) sin(α)σyy +

(
cos2(α)− sin2(α)

)
σxy

σ∗
zz = σzz

σxz = cos(α)σxz + sin(α)σyz

σyz = − sin(α)σxz + cos(α)σyz

Idem para ε∗

Lo mismo puede plantearse para transformaciones tales que: x = x∗ y y = y∗. Estas
constantes son útiles para determinar las constantes elásticas.
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Forma sencilla de obtener la transformación del tensor C (4to Orden)
usando notación indicial:
σij = Cijklεkl

σij = Tmiσ
∗
mnTnj y εkl = Tokε

∗
opTpl

⇒ Tmiσ
∗
mnTnj = CijklTokε

∗
opTpl

Multiplicando cambos miembros por Tqi y Trj

TmiTqi︸ ︷︷ ︸
gmq

σ∗mn TnjTrj︸ ︷︷ ︸
gnr

= TqiTrjCijklTokTplε
∗
op

σ∗qr = TqiTrjCijklTokTpl︸ ︷︷ ︸
C∗
qrop

ε∗op (σ∗qr = C ∗qropε
∗
op)

C ∗qrop = TqiTrjCijklTokTpl (C ∗ = T ×T : C : TT ×TT )

Análogamente:

Cqrop = TqiTrjC
∗
ijklTokTpl (C = T ×T : C ∗ : TT ×TT )
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Ley de Hooke generalizada para sólidos elásticos

σij = Cijklεkl → En principio, C tiene 34 = 81 componentes debido a que
tanto σ como ε son tensores simétricos, se tiene que:

Cijkl = Cjikl y Cijlk = Cijlk → C tiene 62 = 36 componentes
(Componentes de σ y ε: 6).

Por comodidad, la relación σ = C : ε puede escribiese matricialmente
como: 

σxx
σyy
σxy
σzz
σxz
σyz

 =



c11 c12 c13 c14 c15 c16
c21 c22 c23 c24 c25 c26
c31 c32 c33 c34 c35 c36
c41 c42 c43 c44 c45 c46
c51 c52 c53 c54 c55 c56
c61 c62 c63 c64 c65 c66





εxx
εyy
γxy
εzz
γxz
γyz


Donde: γxy = 2εxy ; γxz = 2εxz ; γyz = 2εyz
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De�nición alternativa de sólido elástico (Green, 1839).

Existe una función de energía de deformación (o potencial elástico) W tal
que:

σ =
∂W

∂ε
σij =

∂W

∂εij

(Esta de�nición se basa en el segundo principio de la termodinámica).

Se supone, además, que W es una forma cuadrática de ε (esta suposición es razonable
para pequeñas deformaciones):

W = c0 + c1εxx + c2εyy + c3γxy + c4εzz + c5γxz + c6γyz+

+ 1

2
c11ε

2

xx + c12εxxεyy + c13εxxγxy + c14εxxεzz + c15εxxγxz + c16εxxγyz+

+ 1

2
c22ε

2

yy + c23εyyγxy + c24εyyεzz + c25εyyγxz + c26εyyγyz+

+ 1

2
c33γ

2

xy + c34γxyεzz + c35γxyγxz + c36γxyγyz+

+ 1

2
c44ε

2

zz + c45εzzγxz + c46εzzγyz+

+ 1

2
c55γ

2

xz + c56γxzγyz+

+ 1

2
c66γ

2

yz
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(El término εxxεyy ya está presente; Idem con los otros términos).
(Más adelante se demuestra que las constantes que aparecen en la expresión son las mismas de
la ecuación σ = Cε).

=⇒


σxx
σyy
σxy
σzz
σxz
σyz

 =


c11 c12 c13 c14 c15 c16

c22 c23 c24 c25 c26
c33 c34 c35 c36

c44 c45 c46
c55 c56

sim c65 c66




εxx
εyy
γxy
εzz
γxz
γyz


Material anisótropo

C Tiene 21 componentes (o constantes elásticas independientes a obtener de ensayos
experimentales).
Esta relación es invertible:

ε = C
−1σ

(Notación matricial)

(Es común de�nir las constantes elásticas de C−1 y obtener C por
inversión)

Esta relación constitutiva corresponde a un material anisótropo.

Energía de deformación: W =
1

2
εTCε = Notación matricial.

W =
1

2
εijCijklεkl =

1

2
εijσij
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Se requiere que W sea nula en un estado indeformado =⇒ c0 = 0.

Cálculo de σ:

σxx =
∂W

∂εxx
= c1 + c11εxx + c12εyy + c13γxy + c14εzz + c15γxz + c16γyz

σyy =
∂W

∂εyy
= c2 + c12εxx + c22εyy + c23γxy + c24εzz + c25γxz + c26γyz

σxy =
∂W

∂γxy
= c3 + c13εxx + c23εyy + c33γxy + c34εzz + c35γxz + c36γyz

σzz =
∂W

∂εzz
= c4 + c14εxx + c24εyy + c34γxy + c44εzz + c45γxz + c46γyz

σxz =
∂W

∂γxz
= c5 + c15εxx + c25εyy + c35γxy + c45εzz + c55γxz + c56γyz

σyz =
∂W

∂γyz
= c6 + c16εxx + c26εyy + c36γxy + c46εzz + c56γxz + c66γyz

Se requiere también que σ sea nulo en un estado indeformado

=⇒ c1 = c2 = c3 = c4 = c5 = c6 = 0
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Relación constitutiva para un material ortótropo:

σxx
σyy
σxy
σzz
σxz
σyz

 =



c11 c12 0 c14 0 0
c22 0 c24 0 0

c33 c34 0 0
c44 0 0

sim c55 0
c65 c66





εxx
εyy
γxy
εzz
γxz
γyz


→ C tiene 9 constantes elásticas independientes.

Un material de estas características presenta tres planos ortogonales de
simetría.

Los esfuerzos normales (σxx , σyy y σzz) están acoplados entre sí pero
desacoplados de los esfuerzos de corte (σxy , σxz y σyz).

Los esfuerzos de corte están desacoplados entre sí.
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Para un material ortótropo, C−1 se de�ne como:

=⇒ C
−1 =



1/Ex −νxy/Ey 0 −νxz/Ez 0 0
−νyx/Ex 1/Ey 0 −νyz/Ez 0 0

0 0 1/Gxy 0 0 0
−νzx/Ex −νzy/Ey 0 1/Ez 0 0

0 0 0 0 1/Gxz 0
0 0 0 0 0 1/Gyz


C

−1 es simétrica =⇒ νxy/Ey = νyx/Ex , νxz/Ez = νzx/Ex y νyz/Ez = νzy/Ey

Constantes elásticas:

Módulos de elasticidad: Ex , Ey y Ez .

Coe�cientes de Poisson: νxy , νxz , νyx , νyz , νzx y νzy .

Módulos de corte: Gxy , Gxz y Gyz .

Total= 12 constantes.

Nota: Recordar que solo 9 constantes son independientes: Ex ,Ey ,Ez
νxy , νxz , νyz
Gxy ,Gxz ,Gyz

 → Ctes. Adoptadas como independientes.
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Obtención de las constantes elásticas a partir del ensayo de tracción (En
tres direcciones).

-Ensayo donde sólo σxx es distinto de cero:

εxx = σxx
Ex

=⇒ Ex = σxx
εxx
, Esdecir ,midiendo σxx y εxx se obtiene Ex .

- Ensayo donde sólo σyy es distinto de cero:

εyy =
σyy
Ey

=⇒ Ey =
σyy
εyy

εxx = −νxy
Ey
σyy =⇒ νxy = − εxx

εyy

-Ensayo donde sólo σzz es distinto de cero:

εzz = σzz
Ez

=⇒ Ez = σzz
εzz

εxx = −νxz
Ez
σzz =⇒ νxz = − εxx

εzz

εyy = −νyz
Ez
σzz =⇒ νyz = − εyy

εzz

Notas:

Si bien (νyx , νzx) y νzy se pueden obtener del primer y segundo ensayo
respectivamente, dichas constantes deben satisfacer las condiciones de
simetría de C .
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Para un material ortrópo se tiene que:

C =



1

EyEz4
−

ν2yz
E 2
z4

νxy
EyEz4

+
νxzνyz
E 2
z4

0
νxz

EyEz4
+

νxyνyz
EyEz4

0 0

1

ExEz4
− ν2xz

E 2
z4

0
νyz

ExEz4
+

νxyνxz
EyEz4

0 0

Gxy 0 0 0

1

ExEy4
−

ν2xy
E 2
y4

0 0

Gxz 0

Sim. Gyz



4 =
1

ExEyEz
−

ν2xy
E 2
y Ez
− ν2xz

EyE 2
z

−
ν2yz
ExE 2

z

− 2νxyνxzνyz
EyE 2

z
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Suposición de estabilidad material:
La función de energía de deformación debe ser de�nida positiva. Es decir, para cualquier ε 6= 0

W = 1
2
εTCε > 0. (Sólo para ε = 0 W = 0) (También se puede decir que W es de�nida no

negativa o semi de�nida positiva)

(Esta suposición, que también se basa en el segundo principio de la termodinámica, es necesaria
para probar la unicidad de la solución del problema de equilibrio elástico).

En otras palabras, esta suposición establece que en el estado indeformado ( estado de equilibrio
termodinámico establece que, según la experiencia, no se deforma espontáneamente) W es la
mínima (=0 en nuestro caso) tal que en cualquier estado deformado próximo W debe ser
positiva. Así, la matriz C debe ser de�nida positiva (se excluye el caso trivial C = 0).

=⇒ Es decir, Todos los valores propios de C deben ser positivos (o, de manera equivalente, se
debe cumplir que: a) traza de C positiva, b) Menores de C positivos, y c) Determinante de C
positivo).

Algunas condiciones de estabilidad material para un material ortótropo ( Menores de C−1

positivos).
Ey > ν2xy ,Ez > ν2xzExyEz > ν2yzEy

Con:
Ex > 0 , Ey > 0 , Ez > 0 , Gxy > 0 , Gxz > 0 y Gyz > 0.

(una estimación más precisa de estas condiciones es compleja)
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Relación constitutiva para un material isótropo:
En este caso, las constantes elásticas son independientes de la orientación de los ejes del sistema
de coordenadas (No hay direcciones preferenciales en el material, es decir, las constantes
elásticas deben ser las mismas, en un punto dado, para cualquier elección de sistema de
coordenadas).

=⇒ C es un tensor isótropo ( Sus componentes no cambian para cualquier transformación del
sistema de coordenadas cartesiano).

Si C es isótropo, C∗ = C y puede demostrarse que C depende únicamente de dos constantes
elásticas independientes ( A partir de C = C

∗, la demostración es compleja).

Demostración ( A partir de la transformación de σ y ε):

En el sistema de coordenadas x : σxx = c11εxx + c12εyy + c14εzz (A)

En el sistema de coordenadas x∗: σ∗
xx = c∗11ε

∗
xx + c∗12ε

∗
yy + c∗14ε

∗
zz (B)

Si C es isótropo: c∗12 = c12, c∗22 = c22 y c∗24 = c24

si x∗ es el sistema de coordenadas con α = π
2
y z = z∗ ; σ∗

yy = σxx , ε∗xx = εyy , ε∗yy = εxx y
ε∗zz = εzz

Restando (A)− (B): 0 = (c11 − c22)εxx + (c14 − c24)εzz

Para valores arbitrarios de εxx y εzz =⇒ c11 = c22 y c14 = c24

Nota:

Para un material isótropo, la matriz C es simétrica independientemente de la suposición de la
existencia de W (Esto se demuestra incluyendo c∗21, en (B), etc.)
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Análogamente:

σxz = c55γxz (C)
σyz = c66γyz (D)

Siendo c∗66 = c66, σ∗
yz = −σxz y γ∗yz = −γxz

Sumando (C) + (D) : 0 = (c55 − c66)γxz =⇒ c55 = c66

Repitiendo el análisis para el sistema de coordenadas x∗ con α = π
2
y x = x∗: c22 = c44,

c12 = c14 y c33 = c55.

Por lo tanto, hasta ahora se tiene que: c11 = c22 = c44 , c12 = c14 = c24 = λ y
c33 = c55 = c55 = µ, λ y µ coe�cientes de Lamé.

Por último, repitiendo el análisis para el sistema de coordenadas x∗ con α = π
4
y z = z∗:

σ∗
xx = 1

2
σxx + 1

2
σyy + σxy =⇒

c∗11ε
∗
xx + c∗12ε

∗
yy + c14εzz = 1

2
(c11εxx + c12εyy + c14εzz ) +

1
2
(c12εxx + c22εyy + c24εzz ) + c33γxy

Pero: c∗11 = c11 , c∗12 = c12 , c∗14 = c14 , ε∗xx = 1
2
εxx + 1

2
εyy + 1

2
γxy ,

ε∗yy = 1
2
εxx + 1

2
εyy − 1

2
γxy y ε∗zz = εzz

(Recordar que: εxy = 1
2
γxy )

=⇒ c11
2
εxx + c11

2
εyy + c11γxy + c12

2
εxx + c12

2
εyy − c12γxy + c14εzz =

= c11
2
εxx + c12

2
εyy + c14εzz + c12

2
εxx + c22

2
εyy + c24

2
εzz + c33γxy

=⇒ ( c11
2
− c12

2
− c33)γxy = 0 =⇒ c11 = c12 + 2c33 o c11 = c22 = c44 = λ+ 2µ
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Material Isótropo

C =



λ+ 2µ λ 0 λ 0 0

λ+ 2µ 0 λ 0 0

µ 0 0 0

λ+ 2µ 0 0

µ 0

sim. µ



=⇒ C
−1 =



λ+µ
µ(3λ+2µ) −

λ
2µ(3λ+2µ) 0 − λ

2µ(3λ+2µ) 0 0
λ+µ

µ(3λ+2µ) 0 − λ
2µ(3λ+2µ) 0 0

1
µ 0 0 0

λ+µ
µ(3λ+2µ) 0 0

1
µ 0

sim. 1
µ


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De�nición alternativa (�Clásica�) C−1:

C
−1 =



1
E

− ν
E

0 − ν
E

0 0
1
E

0 − ν
E

0 0
1
G

0 0 0
1
E

0 0
1
G

0

sim. 1
G


Parámetros

- E: Módulo de Young (o elasticidad).

- ν: Coe�ciente de Poisson.

- G: Módulo de corte.

Como C−1 debe depender de dos constantes elásticas (por ejemplo, EY) G
debe ser función de esas constantes.
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Obtención de las constantes elásticas a partir del ensayo de tracción.

(Ensayo donde sólo σxx es distinto de cero).

εxx = σxx
E

=⇒ E = σxx
εxx

, Es decir midiendo σxx y εxx se obtiene E .

εyy = − ν
E
σxx =⇒ ν = − εyy

εxx
, Es decir midiendo εyy y εxx se obtiene ν.

Veri�cación: εzz = − ν
E
σxx =⇒ ν = − εzz

εxx
por ser material isótropo.

Demostración que G = G (E , ν):

De las expresiones de C−1 se tiene que:
1
E

= λ+µ
µ(3λ+2µ) → (A)

y

− ν
E

= − λ
2µ(3λ+2µ) → (B)

=⇒ (Dividiendo
(B)
(A)

) 2ν = λ
λ+µ =⇒ µ = λ(1−2ν)

2ν (C)

=⇒ (Reemplazando (C) en (A)) λ = Eν
(1−2ν)(1+ν) (D)

=⇒ (Reemplazando (D) en (C)) µ = E
(2(1+ν) = G
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Material Isótropo

C
−1 = 1

E



1 −ν 0 ν 0 0

1 0 −ν 0 0
1−2ν
2(1−ν) 0 0 0

1 0 0
1−2ν
2(1−ν) 0

sim. 1−2ν
2(1−ν)



C =
E (1− ν)

(1− 2ν)(1 + ν)



1 ν
1−ν 0 ν

1−ν 0 0

1 0 ν
1−ν 0 0

1−2ν
2(1−ν) 0 0 0

1 0 0
1−2ν
2(1−ν) 0

sim 1−2ν
2(1−ν)


2 Constantes elásticas independientes
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De las expresiones C (λ, µ) y σ = Cε, se tiene que:

σij =

λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk)︸ ︷︷ ︸
Cijkl

 εkl =⇒ σij = λ|kkδij + 2µεij (A)

Si i = j =⇒ σii = (3λ+ 2µ)εii =⇒ εkk = σkk

(wλ+2µ) (B)

Reemplazando (B) en (A) y despejando:

εij = − λ

2µ(3λ+ 2µ)︸ ︷︷ ︸
− ν

E

σkkδij +
1
2µ︸︷︷︸
1+ν
E

σij =⇒ εij = − ν
E
σkkδij + 1+ν

E
σij

De�nición de presión: p = 1

3
σii

De�nición de deformación volumétrica: εv = εii

De�nición de tensores desviadores (De σ y ε):(
σ

′
= σ − p1

ε
′

= ε− 1

3
εv ∗ 1

)
σ

′

ij = σij − pδij

ε
′

ij = εij − 1

3
εvδij

Se puede demostrar que: ε = 4Ω
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=⇒ σij = σ
′
ij + pδij = σ

′
ij + 1

3
σkkδij y εij = ε

′
ij + 1

3
εvδij = ε

′
ij + 1

3
εkkδij

Reemplazando estas expresiones en (A) teniendo en cuanta (B),

σ
′
ij = 2 µ︸︷︷︸

G :ModulodeCorte

ε
′
ij y

(Ley constitutiva desviadora)

p = ( λ+
2

3
µ︸ ︷︷ ︸

K :Modulovolumetrico

)εv

(Ley constitutiva volumétrica)

G = E
2(1+ν)

, K = E
3(1−2ν

, K − 2
3
G = νE

(1+ν)(1−2ν)

=⇒ σij = 2Gε
′
ij + Kεvδij =⇒ Los comportamientos cortante y volumétrico pueden

desacoplarse.

=⇒ σij = 2Gεij + (K − 2
3
G)εkkδij (C) =⇒ σij =

[
G(δikδjl ) + (K − 2

3
G)δijδkl

]
︸ ︷︷ ︸

Cijkl=(C
′
ijkl

+C
p
ijkl

)

εkl

Energía de deformación: W = 1
2
εijCijklεkl = 1

2
εijσij

W =
1

2
(ε

′
ij + 1

3
εkkδij )(2Gε

′
ij +Kεllδij ) = Gε

′
ijε

′
ij + 1

2
Kεllε

′
ijδij + 1

3
Gεkkδijε

′
ij + 1

6
Kεkkεllδijδij

El producto de un tensor desviador por el tensor unidad es cero:

ε
′
ijδij = (εij − 1

3
εkkδij )δij = εii − 1

3
εkk δijδij︸︷︷︸

3

= 0
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=⇒ W = Gε
′
ijε

′
ij + 1

2
K(εkk)2 (Usando (C), W = Gεijεij + 1

2
λε2kk con λ = K − 2

3
G

Condiciones necesarias y su�cientes para que W sea una función de�nida positiva:
G > 0 y K > 0.

=⇒ E > 0 y −1 < ν < 1
2
.

Notas:

-Se han encontrado materiales con ν < 0

-FALTA

σij = [G(δikδjl + δilδjk −
2

3
δijδkl︸ ︷︷ ︸

C
′
ijkl

+Kδijδkl ]︸ ︷︷ ︸
C

p
ijkl

εkl

Componentes desviadora y volumétrica de C :

C = C
′

+ C
p
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En materiales �Cúbicos� (cristales), se tiene que:

c11 = c22 = c44

c12 = c14 = c24

c33 = c55 = c66

=⇒ 3 constantes elásticas independientes.

Es un material que se comporta de igual manera según tres ejes
ortogonales pero no es isótropo, es decir, no se comporta de igual manera
para el sistema de coordenadas x∗ con α = π

4 ( En otros palabras, no se
cumple la relación de isotropía c11 = c12 + 2c33).
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Relación constitutiva para un material con isotropía transversal (o
anisotropía normal).

El material presenta comportamiento isótropo en un plano si el plano de
isotropía es el x − y

C
−1 =



1
Ex

−νxy
Ex

0 −νxz
Ez

0 )
1
Ex

−νxz
Ez

0 0
2(1+νxy )

Ex
0 0 0
1
Ez

0 0
1

Gxz
0

sim. 1
Gxz


5 Constantes elásticas independientes:

Ex , Ez , νxy , νxz , Gxz
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