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Flexión
Deformación en vigas: doble integración

La figura muestra la deformación debida a flexión de una viga empotrada
en O. Puesto que los esfuerzos no superan el ĺımite elástico la deformación
y la pendiente son muy pequeñas (en la figura están exagerados).

the same length dx as the undeformed segment. If we let v be the deflection
of A, then the deflection of B is vþ dv, with dv being the infinitesimal change
in the deflection over the length dx. Similarly, the slope angles at the ends of
the deformed segment are denoted by y and yþ dy. From the geometry of
the figure, we obtain

dv

dx
¼ sin yAy (6.1)

The approximation is justified because y is small. From Fig. 6.1(b), we also
see that

dx ¼ r dy (a)

where r is the radius of curvature of the deformed segment. Rewriting Eq.
(a) as 1=r ¼ dy=dx and substituting y from Eq. (6.1), we obtain

1

r
¼ d 2v

dx2
(6.2)

When deriving the flexure formula in Sec. 5.2, we obtained the
moment-curvature relationship

1

r
¼ M

EI
(5.2b, repeated)

where M is the bending moment acting on the segment, E is the modulus of
elasticity of the beam material, and I represents the moment of inertia of
the cross-sectional area about the neutral (centroidal) axis. Substitution
of Eq. (5.2b) into Eq. (6.2) yields

d 2v

dx2
¼ M

EI
(6.3a)

which is the di¤erential equation of the elastic curve. The product EI, called
the flexural rigidity of the beam, is usually constant along the beam. It is
convenient to write Eq. (6.3a) in the form

FIG. 6.1 (a) Deformation of a beam; (b) deformation of a di¤erential element of
beam axis.
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La curva deformada del eje neutro de
la viga se denomina curva elástica.

Consideremos un punto A ubicado a
una distancia x del punto fijo O.
Tras la deformación el punto A se
desplaza a una nueva posición A′.

El desplazamiento vertical de A se denota por v y se considera positivo
hacia arriba (dirección positiva de y).
Puesto que la deformación es pequeña OA = OA′.
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Consideremos una segmento diferencial
dx = AB. Sobre la curva elástica tendremos
A′B ′ de igual longitud dx , como muestra la
figura.

dv

dx
= sin θ ≈ θ

La longitud de arco se puede calcular como

dx = ρ dθ

Usando ambos resultados se tiene

dθ

dx
=

d2v

dx2
=

1

ρ
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De la deducción de la fórmula para calcular los
esfuerzos debido a flexión se obtuvo la siguiente
relación:

1

ρ
=

M

EI

Relacionando esta expresión con el resultado
anterior se tiene

d2v

dx2
=

M

EI

Esta expresión se conoce como ecuación
diferencial de la elástica. El producto EI se
denomina rigidez a flexión de la viga.
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Se denomina método de doble integración puesto que es necesario integrar
dos veces para obtener la curva elástica.

Primera integración: pendiente

Realizando la primera integración se obtiene la pendiente de la curva,
dada por:

v ′(x) =

∫
M

EI
+ C1

Segunda integración: deformada

Realizando la segunda integración se obtiene la ecuación de la curva, dada
por:

v(x) =

∫ ∫
M

EI
+ C1x + C2

Las constantes de integración C1 y C2 se determinan a partir de las
condiciones de apoyo.
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